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A. NOTION D’OPERATEUR

@ Définition : dispositif qui transforme sur un signal

e(t) 5(1)

——» 1 Opérateur

e(t) : signal d’entrée
s(t) : signal de sortie

@ Exemples :
1. - i=0

sortie entrée
I | \R I /(t) - ud(©)
Rz

2. Systéme masse-ressort excité par une force F(t)

F(t) : entrée, £(t) : sortie d*¢ = —ké + F(t)

dZ
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SPEIT
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B. ACTION D’UN OPERATEUR DANS LE SPEIT

DOMAINE TEMPOREL

B.1. Equation différentielle caractéristique (EDC)

B.1.a. Définition
N

S ds(t) d"e(t)
EDC : Z a, drn ZB" drn (ay, B, constantes)

n=0

R
e(t)'ao =1,y = +2R2

1. s(t) = Rz toutes les autres a,,, 3, nuls
1
2m—+k€ F(t):a, =may =k, =1

@ Ordre de l'opérateur : N



B.1.b. Propriétés

@ Linéarité : principe de superposition

e, (t) -

s1(t), e2(t) = s2(t)

Ae(t) + pey(t) — Asy(t) + us,(t)

@ Invariance par translation dans le temps :
Sie(t) - s(t)
Alorse(t — 1) - s(t — 1)

B.1.c. Exemple : cellule RC ouverte

R

e(t)I C

is=0

Is(t) RC

ds

" + s(t) = e(t)
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B.2.b. Réponse impulsionnelle

e® , e(t): impulsion de Dirac (t — 0)
A A 1 '
4 e(t)zi? 51|t|<§
0 sinon
s(t) ? avec 7 fini
-tf2| t/2 t
@ t<—=: s(t) =
2 A t
T T ds A . - -
® _§<tSE'RCE+S(t)_; Solutlon.s(t)—T+aexp( RC)

(5 =50 =02 = Hem(- )= 50 = A1 e~

)

B.2. Réponses temporelles remarquables SPEMT

)|



t CI D

T ds _ .
@ t>-:RC—-+s(t)=0 Solution : s(t) = a’exp (— R_C) SPEIT

s(G)=sG)=zlt-exn (7)o =1 - exp () exn ()

= s(t) = é[l — exp (—%)] exp <— ‘ _RZ'/2>

RC
0 t<o0 X
- S(t)z{A exp(—i) t>0
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B.3. Stabilité d'un opérateur sPerT
: d's _ d%e
EDC: Y an 7 = X Bn g

@ Evolution (réponse) libre : quand e(t) = 0, V¢t

. d"s
s(t) : solution de ); Un T = 0

B.3.a. Critere de stabilité

SERSER D ReRALINRS

opérateur est stable si la réponse libre = 0 ou — 0 au cours du temps.

ds a
B.3.b. Ordre1: a, P + ayps = 0 Solution : s(t) = Aexp (_a_0t>
1

Si % < 0:|s| » 4+ quand t = +oo : instable
1

=== |Lopérateur d’ordre 1 est stable si &g, @4 soient de méme signe.




d%s ds ('I D

B.S.C. Ordre 2 4 @ ~+ a1 E + ApS = 0 SPEIT

Equation caractéristique : a,1% + a7 + ay = 0, A= ;% — 4a,a,

@ A> 0:2racines réelles ry, 1,

s(t) = Ae™! + Be™! : stablesiry, 1, <0

(04
( T1T2=_0>0
%)
= ay
T1+T2=__<O
\ (04

=) Stable : @y, a1, @; de méme signe
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—a1tjV-A SPEIT
2“2

® A< O0:2racinesr;, =

a1
-—Lt : . :
le"t| = e 222 :stable si ay, @, de méme signe

2
a
A< 0 S a? —da,ay < 0> ayay > % >0 = ay, @, de méme signe

=) Stable : a,, a1, @, de méme signe

@ A= 0: méme conclusion (exercice)

=== |L'opérateur d’ordre 2 est stable si ay, a1, @, soient de méme signe.




C. CARACTERISATION FREQUENCIELLE C'D
s(t) ? en RSE pour e(t) = E cos(wt + ¢,)

C.1. Fonction de transfert d'un opérateur linéaire (OL)
C.1.a. Propriété fondamentale

Si I'entrée est sinusoidale de pulsation w, alors la sortie est aussi
sinusoidale avec la méme pulsation.

C.1.b. Définition
ds(t d"e(t)
> a, 20 N5, TED N adns() = Y Bulw)me®

_ 2B
Y ap ()"

Fonction de transfert de |'opérateur : H(jw) =

S
€

10



C.1.c. Détermination de I’'EDC a partir de H(jw) ('l |')

SPEIT
; N
1. Ecrire la fonction de transfert sous la forme : H(jw) = 2 Bn(w)” B"(’.“’)
o Y an(jo)"

2. Développer la relation entre s et e sous la forme : ), B,,(jw)" X e =) a,(Jw)" X s

3. Remplacements : e — e(t),s — s(t), o)™ — :tn

1 W
Exercice (Q3-4): H = X :a)_ EDC?
t+jo(x-3)
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C.2. Diagramme de Bode sPerT
H(jw)™ H(w)exp(jo(w)) |avec H(w) = |H(jw)|, ¢(w) = arg (H(jw))
C.2.a. Sens concret

e(t) = Ecos(wt+ ¢@,) > s(t)? Hjw) =

II('Q |1¢

@ Hw) = ,%l : gain (en amplitude),| Gain en décibels : G 35 o ZOlog(H(w))

@ p(w) =@, — @, m=p | 5(t) = H(w) X E cos(wt + @, + ¢(w))

C.2.b. Diagramme de Bode
@ Onnotex = wi, w4 . pulsation de référence a préciser

réf
@ 2 courbes
* Ggg en fonction de log(x) : courbe de gain

* ¢ en fonction de log(x) : courbe de phase H
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@ Vocabulaire SPEIT
 x,/x; =10 : x, differe de x; par une décade
 x,/x; = 2:x, difféere de x; par une octave

C.2.c. Exemple d'une cellule RC ouverte

S S 1

I - 'I Zc+ Zp 1+jRCa)
e C____ S

N ~ Onposewrgs = = H(jjw) =

RC + jx

@ Courbe de gain :

H(w) = ! , G

1
deZOlog( )
1+ x? V1 + x?

= —10log(1 + x?)
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ZOlog(x) SPEIT

1°re étape : tracer les asymptotesa HF (x > 1) : G4 =
éBF(x<< 1):GdB =~

2¢me étape : placer un point facile a tracer
pulsation de coupure a -3dB w. : Ggg(w.) = Gaggmax — 3dB

—3dB = —10log(2) === | Gap(w) = Gapmax — 20l0g(V2)

Hmax
= | H(w.) = NG IG“‘B
i, Hpax = 1 = : — s = We = i = Wysf B AN logzx)
J1+ (RCw)? V2 RC
H Hw_c = w_ref#) B 924 4
3°me étape : tracer la courbe G, SIS =etch
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@ Courbe de phase : ¢(w) = —arctan(x) vt
1¢c étape: x > 1:p(x) =~ — z

(i

SPEIT

E 0
x<K1l:9(x)=0

2¢me étape : placer le point w,, p(x = 1) = _% :

3éme étape : tracer @(x)

»
>

log(x)

C.3. Opérateurs fondamentaux
C.3.a. Multiplication par une constante

@ Domaine temporel : s(t) = Hy X e(t) (H, constante)
@ Domaine fréquenciel : H(jw) = H,

= H(w) = Hol, (@) = |

Exemple : pont diviseur de tension avec des R

0 siHy>0
T SlH0<O

15



C.3.b. Intégrateur #»=z

0,

SPEIT

@ Temporel :d‘:l—(tt) = Hy X e(t) > s(t) —s(0) = H, fote(t)dt. Or jws = Hye
' G
@ Fréquenciel : H(jw) = 7—(3 @
|Ho|>
201
H(w) = |Hol /& = Gap = 20log(|Hy|) — 20log(w) oo A
N _{—n/Z siHy > 0 0 1<w>
QO - T[/Z Si HO < O -20 dB/décade o8 Wrsf
C.3.c. Dérivateur G
@ Temporel : s(t) = H dz(tt) e et

@ Fréquenciel : Hjw) = Hyjw

/|

20log(|Holwrer)

= H(w) = |Hy|lw = G4 = 20log(|H,|) + 20log(w) /

>
>

os()
o)
gwréf
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D. OPERATEUR ELECTRIQUE - QUADRIPOLE ==

D.1. Description électrique
D.1.a. Définition

: e | s . Quadripdle : élément électrique de circuit qui
- ——L — - , .
o I i . | I . |! a4 bornes avec I'extérieur
| o U e Dipoble vu du générateur
s s seie ol B B ) AT e Dipéle vu de l'utilisateur
G : générateur U : utilisation

D.1.b. Quadripdle unidirectionnel linéaire

_. x * D, D; :dipdles passifs linéaires (R, L, C)
| . 1 * ez dépend linéairement de u,

17
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D.1.c. Impédances d’entrée et de sortie SPEIT

u
def __€

Impédance d’entrée : Z, = —

le

’ . def &

Impédance de sortie : Z; = — 1
— lavec sources éteintes

Ici, e, = H(jw) X u, avec H(jw) fonction de transfert en sortie ouverte

@ Le quadripdle est dit idéal en entrée si Z, —» o
en sortiesi Z; - 0

18
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D.2. Exemple SPEIT
A D i Zo? Zs? es?
R
Rg L R,Z R
c Ru u“cCc u
| — @ Z.=R =R
e(t) 1 € * R,+ Z, +1 + jR,Cw
= E cos(wt) .

(R+R,)Z B R +R,

@ Z, :sources étenites (e(t) = fil) = Z; = R+R,+Z; 1+j(R+R,)C
g e ] g)Lw

@ es; = Uy en sortie ouverte (is, =0) Z, o

=N 9 _ = e = —
— Zc+R+Ry;~ 1+j(R+R,)Cw

Remarque : Z,, Z,, e; ne dépendent pas seulement du quadripéle lui-méme,

mais aussi des éléments connectés a lI’entrée et a la sortie. ;
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D.3. Association de quadripéles : 2 quadripoles en cascade (l

SPEIT

) L
le1 !

= isz
x| | S I
e
Zsl ZsZ e_z
u 7 y H = ?
Ue1 Z 1 TC) e2 T<> zs2 — Upq

e1 = Hy X Upq

e, = Hy XU,

ZeZ

€; = Hy X Ugp, Upy = 7 +7 e1,e1 = Hy XUy
e2 s1

_ ZeZ
== | H=Hy xHy x %
@ Cas simples e2 s1

Zsl—OOUZZ—)OO:>H HZXHI
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